
初等関数の特別扱い

大学の解析学でいう「初等関数」を特別扱いする合理的な理由は、「わかりやすい」とか「教えやすい」

といった理由以外にありますか？

「初等関数」を“特別扱い”することには ――「わかりやすい」「教えやすい」以外にも ―― 数学内部の論理
や計算上の必然性があります。主な理由を、やや抽象度の低いものから順に整理します。

1. 解析的操作に対する閉性（closure）

操作 初等関数の振る舞い

四則演算・合成 ふたたび初等関数になる

微分 ふたたび初等関数になる（例： ）

「閉じている」 という事実は、計算をしても“領域の外”に飛び出さないことを保証します。
分析学の入門で 演算と計算練習 を大量にこなせるのは、この閉性に負うところが大きいです。

2. 微分体（differential field）として最小の便利セット

初等関数は

を四則演算と合成で生成した微分体（“微分しても閉じている体”）の元だと見なせます。
この最小性のおかげで

微分方程式の解を「初等関数で書けるか／書けないか」を判定できる

「初等関数では書けない部分」を“特別関数”として後に拡張する動機付けになる

という二段構えのカリキュラムが組めます。

3. 可積分性の判定がアルゴリズム化できる

リウヴィル–リッシュ (Risch) アルゴリズム
「与えられた初等関数の不定積分が再び初等関数で書けるか」を有限ステップで判定

記号計算ソフトや CAS（Wolfram Alpha, Maple, Mathematica など）の“∫ ボタン”が機械的に答えを出せるの
は、この理論的裏付けがあるからです。

他の広い関数クラスでは決定不能 になることが多く、演算可能性という観点でも初等関数は際立っていま
す。

4. 常微分方程式の解空間と実用物理

(sinx) =′ cosx

Q(x, expx, log x, sinx, cosx,…)
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定係数線形 ODE, 単振動, 放射性崩壊, RLC 回路 ― 多くの基本モデルの解は

とその合成で記述できます。

“自然現象の第一近似を解析的に書き下ろせる”範囲とほぼ重なるため、理論と応用の最小公倍数的クラスとし
て扱いやすいのです。

5. 数論・代数幾何との接点（超越性・o-最小性）

 などの超越数は「初等的だが代数的ではない」という典型例

実閉体  は o‑minimal 構造 になる

→ 幾何学的に“複雑すぎない”集合だけが定義される

解析学を別分野につなぐ“共通言語”としても機能します。

6. 拡張の出発点としての基準線

“特殊関数”（  関数、Bessel, Airy …）や “超初等関数”（正則関数全体、可解超越拡大体など）は
*「初等関数では書けないけれど必要になるもの」を系統的に加えた結果として導入されます。

初等関数が 比較基準 にあるからこそ、「どこが新しいのか」「何が一般化なのか」を明確に記述できま
す。

まとめ

初等関数は、解析的演算に対して閉じた最小の微分体であり、

その閉性が計算可能性・モデル化・他分野との接点を保証する。

したがって「わかりやすい」という教育的理由にとどまらず、

1. 理論的に自然な最小クラス（演算しても出て行かない）

2. 計算機上でアルゴリズム的に扱える（積分判定など）

3. 現実の基本モデルと深く結び付く（ODE の解、物理現象の近似）

4. 他クラス拡張の“原点”として機能（特殊関数・o‑minimal 理論等）

という多方面の合理性が存在します。初等関数を一度“閉じた世界”として徹底的に使いこなす経験が、その後
の解析学を拡張していく際の座標軸になるわけです。

exp, sin, cos, log, 多項式

e, π

(R,<,+,×,exp)

Γ
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Arccos Arctan 解法

方程式 Arccos(x) = Arctan(\sqrt{5}) の解を求めるための手順を丁寧に教えて下さい．

以下では **「なぜその操作が正当か」「途中で何を確認すべきか」**を意識しながら，
方程式

を解く一連の手順を順番に説明します．

1 . 文字を導入して式を整理する

まず右辺を角度としてまとめておくと見通しが良くなります．

（アークタンジェントの主値は  なので，  は第 I 象限に入る正の角度です．）

式 (★) は

と書き直せます．

2 . 両辺に余弦を取る

 と   は互いに逆関数（可逆関係）なので，

チェックポイント

 の値域は ，

 の値域は ．

したがって可逆性が保たれ，余弦を取っても情報が失われません．

3 .  を一般式で求める

ここでは  として，直角三角形を使うのが最も直観的です．

隣辺を 1 と置けば，向かい辺は ，斜辺は

arccosx = arctan( ​)5 (★)

θ := arctan( ​) ⟹5 tan θ = ​, − ​ <5
2
π

θ < ​

2
π

(−π/2,π/2) θ

arccosx = θ

arccos cos

cos(arccosx) = cos θ ⟹ x = cos θ. (◆)

arccosx 0 ≤ arccosx ≤ π

arctan ​5 0 < θ < π/2

cos(arctan y)

y > 0

θ = arctan y ⟹ tan θ = y = ​

adjacent
opposite

y
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したがって

4 .  を代入して値を決定

式 (※) に  を入れると

これを式 (◆) に戻すと

5 . 妥当性の確認

1. 定義域：  が実数となるのは 。

得られた  は範囲内。

2. 符号・一意性：  なので 。

 の主値区間は  で単調減少のため，対応する  は唯一。

結論

方程式   の実数解は

この値が一意解であり，手順は以上で完了です。

​ =1 + y2 2
​.1 + y2

cos θ = ​ =
hypotenuse

adjacent
​.
​1 + y2

1
(※)

y = ​5

y = ​5

cos θ = ​ =
​1 + ( ​)5 2

1
​ =
​1 + 5

1
​.
​6

1

​.x = ​

​6

1

arccosx −1 ≤ x ≤ 1
1/ ​ ≈6 0.4082

θ ∈ (0,π/2) cos θ > 0
arccos [0,π] x

arccosx = arctan( ​)5

​ (≈x = ​

​6
1

0.408248 …).

Printed using ChatGPT to PDF, powered by PDFCrowd HTML to PDF API. 2/2

https://chat.openai.com/
https://pdfcrowd.com/chatgpt-to-pdf/?ref=chatgpt
https://pdfcrowd.com/api/html-to-pdf-api/?ref=chatgpt

