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1 はじめに

自然現象や工学の諸問題から数学モデルを立て, コンピュータ上で取り扱える計算モデルを構築し,

効果的な計算アルゴリズムを開発して数値シミュレーションを行う手法は, 複雑な科学技術の問題を

解決するのに大きな影響を与えてきた. 近年, 地球環境, 情報, 生命, ナノテクノロジーなどの科学技

術分野において, このような手法は新たな知見を得る試みとして広く進展している. このため, 数学的

に基礎付けられた計算モデルの構築や数学的手法によって数理モデル構造を明らかにすることが重要

になっている. 半導体に関する科学技術分野もその一つであり, 半導体内における電子輸送の研究は,

物理的関心事であるだけでなく, 集積回路を構成する機能素子や記憶素子の性能と深く関係付けられ

る. また, その数値シミュレーションは半導体素子の性能予測や評価解析に用いられ, 半導体産業にお

いては半導体素子のコンピュータ支援設計技術（Computer-Aided Design)として広く用いられてい

る.

室温下（すなわち, 電子輸送の観点からは高温下）の半導体内の電子輸送シミュレーションは, 多

体系のモデリングを基礎として, Boltzmann輸送方程式のモーメント展開から質量保存, 運動量保存,

エネルギー保存式を導き出して保存則と呼ばれる流体モデルを構成することによって実現されてきた

[1]. 一方, 極低温下における半導体内において見られる電子の局在現象は Anderson局在と呼ばれる

が, 不規則系における量子輸送現象として小谷らによって数学解析の研究が進められた [2]. ここで不

規則系とは半導体内にドーピングされたランダムな不純物の分布であり, Anderson局在下では , 電子

輸送を記述する Schrödinger作用素のスペクトルは点スペクトルとなり、対応するすべての固有関数

は指数関数的に減少する。その話題は本誌においても幾度となく取り上げられてきた興味深い数学の

問題である [3],[4].

現在, 半導体素子は数 nmまで微細化が展望されており, このような極微構造においては, 半導体輸

送は新たな基礎科学の問題を提供している. すなわち, １．情報伝達の素過程（固体素子）を見るよい

実験場であり, ２．場（静電場や電磁場など）におけるナノフローとしての物理現象であり, ３．量子

輸送や流れに関する興味ある数学モデルを提供している. このような極微構造においては, 室温下（高

温下）においても量子性をどのようにモデル化するかが新たな課題であり, Schrödinger方程式の流体

表現の研究が大きな関心を集めている. 　この研究を基に, 近年, いわゆる量子流体方程式を導出して

電子輸送モデルを構築する試みがなされている [5],[6]. 量子流体方程式は階層的モデル構造を有して

おり, 今だその数学的構造解明は十分ではなく, 数学解析を必要としている分野である. また, このよ

うな問題の数値シミュレーションを実現するには, 単に今までの計算理論を応用するだけではなく, 数
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学的側面と物理学的側面から新たな計算理論を構築して計算モデルを構成することが必要となる.

本稿では, 半導体における量子流体モデルについて解説し, そのモデル階層の一つである量子ドリフ

ト-拡散方程式の数学解析と計算モデルの構成との関連性について述べる. 量子ドリフト-拡散方程式の

境界値問題において, 定常解の存在証明のために構成する不動点写像と量子ドリフト-拡散モデルの反

復解法アルゴリズムとは密接に関係する. さらに, 非定常な量子ドリフト-拡散方程式の数値スキーム

を紹介することによって, 半導体輸送における物理モデル, 数学モデル, 計算モデルと数値シミュレー

ションとの関連を概観する.

2 Wigner-Boltzmann方程式

Schrödinger 方程式の流体表現の研究は, de Broglie, Madelung, Bohmらによってはじめられ

[7],[8], Schrödinger方程式をMadelung変換やWigner-Wyle変換して物理・化学現象のモデル方程

式が導出されている [9].

今, Rd, d = 1, 2, 3, において電子輸送を記述する Single-state Schrödinger方程式

i�
∂

∂t
ψi(x, t) = − �

2

2m
∇2ψi(x, t) + V (x, t)ψi(x, t) (1)

を考え, この方程式をWigner-Wyle変換することを考える. ここで，V (x, t)はポテンシャルエネル

ギーであり，状態 iとして，エネルギーEiにおける電子の状態は波動関数 ψiによって記述される. 　

ψ∗ を ψの複素共役として, 様々な系に対して，密度行列は

ρ(x, x′) =
∑

i

ψi(x)ψ∗
i (x′)αi (2)

と表される. ここで，αiは状態 iが出現する確率である. また, kはボルツマン定数, T は温度であり,

β = 1/kT である. よく知られているように, 波動関数 ψiが Schrödinger方程式を満足するなら, 密

度行列は次の Heisenberg方程式を満足する:

i�
∂ρ

∂t
= − �2

2m
(Δx − Δx′) ρ+ (V (x) − V (x′)) ρ. (3)

このとき, Wigner関数は rotated密度行列の Fourier変換として定義される:

fw(r, p) =
1

(2π�)d

∫
ρ(r +

1
2
r′, r − 1

2
r′)e−

ipr′
� dr′. (4)

Heisenberg 方程式を x = r + r′/2，x′ = r − r′/2で変換し Fourier 変換すれば , 電子の散乱過程

Q(fw)を考慮して, Wigner関数は次のWigner-Boltzmann方程式を満足する:

∂

∂t
fw(r, p) +

p

m
∇rfw(r, p) − θ[V ]fw = Q(fw). (5)

ここで θ[V ]は擬微分作用素で，積分形として

θ[V ]fw =
i

�

1
(2π�)d

∫ ∫ (
V (r +

r′

2
)− V (r − r′

2
)
)
fw(r, p)e−

i(p−p′)r′
� dp′dr (6)

と表すことができる.ポテンシャルエネルギー関数が十分に滑らかであると仮定して, この項を Tayler

展開すれば,
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∂

∂t
fw(r, p) +

p

m
∇rfw −∇rV · ∇pfw −

∞∑
α=1

�
2α(−1)α

4α(2α+ 1)!
(∇rV · ∇pfw)2α+1 = Q(fw) (7)

となるから、これより � → 0のとき，

θ[V ]fw −→ ∇rV · ∇pfw (8)

となって，Wigner-Boltzmann方程式は古典的 Boltzmann方程式に漸近することがわかる．

3 量子流体方程式

Wigner関数を用いると，様々な物理量 A(p)の期待値

〈A〉 =
∫
A(p)fw(r, p)dp (9)

を定義することができる. 粒子の速度を平均速度 u（macroscopic fluid velocity）と熱速度 p′/mで

表し，

p = mu + p′ (10)

とすれば, 電子密度, ストレステンソル, エネルギー密度はそれぞれ,

n def= < 1 >=
∫
fw(r, p)dp, (11)

Pij
def= − 〈p

′
ip

′
j

m
〉 = −

∫
p′i · p′j
m

· fw(r, p)dp′, (12)

W def= 〈 p
2

2m
〉 =

1
2
mnu2 − 1

2
T r(Pij) (13)

と表すことができる. 量子流体方程式は，Wigner-Boltzmann方程式のマクロ表現をChapman-Enskog

展開して導出される [5],[6]. Wigner-Boltzmann方程式に物理量 A = 1，p，p2/2mをかけて，0次，

1次，2次モーメントをとると, 2α+ 1 ≥ 3に注意すれば，2次モーメントまで (7)の左辺第 4項はゼ

ロとなる. このことから , 散乱過程を古典的運動量緩和時間 τpとエネルギー緩和時間 τwで近似して,

次の流体モデルが導出される:

∂n

∂t
+

1
m

∂Πi

∂xi
= 0, i = 1, 2, 3, (14)

∂Πj

∂t
+

∂

∂xi
(uiΠj − Pij) = −n ∂V

∂xj
− mnuj

τp
, (15)

∂W

∂t
+

∂

∂xi
(uiW − ujPij + qi) = −Πi

m

∂V

∂xi
− (W −W0)

τw
. (16)

ここで, W0は熱平衡状態におけるエネルギー密度である. nは電子密度, uは電子の平均速度であり,

Πi = mnui , i = 1, 2, 3 (17)
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と定義する. qiは熱流である.

量子流体モデルは, 局所的な熱平衡状態を仮定してWigner関数を求め, 電子密度, ストレステンソ

ル, エネルギー密度の量子補正項を計算することによって導出される. 今, 系が非縮退ガスであると仮

定し，Fermi-Dirac統計の近似として Boltzmann統計を適用する．

ρ(x, x′) =
∑

i

ψi(x)ψ∗
i (x′)ce−βEi (18)

ここで β = 1/kT である．このとき, 熱平衡状態が満たすべき方程式は,

∂

∂β
ρ(x, x′) =

�2

4m
(
∂2

xρ(x, x
′) + ∂2

x′ρ(x, x′)
) − 1

2
(V (x) + V (x′)) ρ(x, x′) (19)

となり, Bloch方程式と呼ばれている. fw0 を熱平衡状態のWigner関数として，x = r + r′/2，x′ =

r − r′/2と変換して (19)をWigner-Weyle変換すれば，

∂

∂β
fw0(r, p) =

(
�
2

8m
∂2

r − p2

2m

)
fw0(r, p) −

∫
Vβ(r, p− p′)fw0(r, p

′)dp′ (20)

となる. ここで

Vβ(r, p) =
1

(2π�)d

∫
1
2

(
V (r +

r′

2
) + V (r − r′

2
)
)
e−

ipr′
� dr′ (21)

である. (20)の右辺第 2項を Taylor展開すれば，

∂

∂β
fw0(r, p) =

(
�
2

8m
∂2

r − p2

2m

)
fw0(r, p) −

∞∑
α=0

�
2α(−1)α

(2α)!4α ∂2α
r V (r)∂2α

p fw0 (22)

となることがわかる. これから ε = �
2に関して，fw0 を，

fw0(r, p) =
∞∑

k=0

εkφk(r, p) (23)

と展開して, 熱平衡状態のWigner関数の近似解を計算することができる. 実際, (23)を (22)に代入

して εに対して各項を比較すれば, 熱平衡状態の 2次オーダーまでのWigner関数の近似解は,

fw0 ≈ φ0 + εφ1, (24)

,

φ0 = Ae−β( p2

2m
+V ), (25)

φ1 = Ae−β( p2

2m
+V ) · 1

8m

(
−β2∂2

rV +
β3

3

(
(∂rV )2 +

p2

m
∂2

rV

))
(26)

と求まる. よって, 　熱平衡状態のWigner関数は,

fw0(r, p) ≈ Ae−β( p2

2m
+V )

(
1 − �

2β2

8m

(
∂2

rV − β

3

(
(∂rV )2 +

p2

m
∂2

rV

))
+O(�4)

)
(27)
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と求まり, これを成分で書けば，

fw0(r, p)

= Ae−β( p′2
2m

+V )

(
1 + �

2

(
− β2

8m
∂2V

∂x2
k

+
β3

24m
(
∂V

∂xk
)2 +

β3

24m2 p
′
kp

′
l

∂2V

∂xk∂xl

)
+ O(�4)

)
(28)

と表わされる. ここで, k = 1, 2, 3, l = 1, 2, 3である. これを用いて, 電子密度，ストレステンソル,

エネルギー密度を計算するとそれぞれ

n = Ce−βV

(
1 + �

2

(
− β2

12m
∂2V

∂x2
k

+
β3

24m

(
∂V

∂xk

)2)
+O(�4)

)
, (29)

Pij = − n

β
δij − �

2β

12m
n

∂2V

∂xi∂xj
+ O(�4), (30)

W =
1
2
mnu2 +

3
2
n

β
+ �

2 β

24m
n
∂2V

∂x2
k

+O(�4) (31)

と量子補正項を伴って評価することができる.

4 量子ドリフト -拡散方程式

今評価されたストレステンソル Pij，エネルギー密度W を (15)，(16)に代入して量子流体方程式

が導かれる. 特に, ストレステンソルを量子補正項を伴って評価すれば , (14)，(15)は，

∂n

∂t
+

∂

∂x
(nui) = 0, (32)

∂

∂t
(mnui) +

∂

∂xj

(
mnuiuj + kTn+

�2β

12m
n

∂2V

∂xi∂xj

)
= −n ∂V

∂xi
− mnui

τp
(33)

となる. 今，βは一定として，(29)より, ポテンシャルエネルギーは次式で近似できる.

∂

∂xj
V = − 1

β

∂

∂xj
log n+O(�2). (34)

Anconaらはこの近似を用いて (33)における量子補正項を

�
2β

12m
∂

∂xj

(
n

∂2V

∂xi∂xj

)
≈ − �

2

12m
∂

∂xj

(
n

∂2

∂xi∂xj
ln(n)

)

= −�2n

6m
∂

∂xi

(
1√
n

∂2

∂x2
j

√
n

)
(35)

とモデル化した [5]. これによって, (33)は

∂

∂t
(mnui) +

∂

∂xj
(mnuiuj + kTn)− �2

6m
n
∂

∂xi

(
1√
n

∂2

∂x2
j

√
n

)
= −n ∂V

∂xi
− mnui

τp
(36)

と表わすことができる. ここで電流密度 Jj = qnuj であり，電子に関しては q = −eである. 量子ドリ

フト -拡散方程式はさらにいくつかの仮定を付加することによって導出される. まず, 運動エネルギー

は熱エネルギーよりも小さいと仮定すれば，(36)は
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τp
∂

∂t
Ji + kT

qτp
m

∂n

∂xi
− qτp

m

�2

6m
n
∂

∂xi

(
1√
n

∂2

∂x2
j

√
n

)
= −qτp

m
n
∂V

∂xi
− Ji (37)

となる. ここで移動度を

μ =
eτp
m

(38)

と定義すれば，Einsteinの関係式より拡散係数は

D = μ
kT

e
(39)

となる．静電ポテンシャルを

V = −eϕ (40)

とし , 電流の時間変化は運動量緩和時間よりも十分小さいとさらに仮定すると，電流密度は (37)より

Ji = eD
∂n

∂xi
− eμn

∂

∂xi

(
ϕ +

�
2

6em
1√
n

∂2√ n

∂x2
j

)
(41)

と陽的に表わすことができる. これを (32)に代入すれば量子ドリフト‐拡散方程式が導出される．

変数をスケーリングし, μ ≡ 1として，電子のふるまいのみを考えれば，次の量子ドリフト‐拡散モ

デルをある有界領域 Ω ⊂ Rd(d ≥ 1) で考察することになる:

λ2Δϕ = n − f, (42)

∂tn+ div
(
n∇(ϕ− ln(n) + b

Δρ
ρ

)
)

= 0. (43)

ここで ρ =
√
n であり, b = �

2/6emである. λはデバイ長である. このモデルは, 　量子ポテンシャ

ル γn = bΔρ/ρによって古典的ドリフト -拡散 (DD)モデルを量子補正しており, DDモデルからの自

然な拡張になっている. さらに，一般化された化学ポテンシャル（一般化擬フェルミレベル)を

v = ϕ − ln(n) + b
Δρ
ρ

(44)

と導入すれば，4階微分方程式を 2つの 2階微分方程式に分離することができる:

λ2Δϕ = n− f, (45)

∂tn+ div(n∇v) = 0, (46)

b
Δρ
ρ

− ln(n) + ϕ = v. (47)

この方程式系に対して, 様々な変数の組をとることができるが, この場合, 変数は (ϕ, v, ρ)であり, (47)

においては ρの正値性条件が必要となる [11]. さらに , 実際の半導体素子の現象に対応して境界条件

や初期条件を考察することによって, 数学モデルとして量子ドリフト-拡散方程式の境界値問題や初期

値境界値問題を設定することができる.
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5 量子ドリフト -拡散方程式の定常解の存在と反復解法

古典的ドリフト -拡散 (DD)モデルは , 今まで半導体素子設計に広く用いられており, 数学解析や数

値シミュレーションの観点から , 定常解の存在と反復解法アルゴリズムの関連が議論されている [10].

量子ドリフト -拡散 (QDD)モデルの場合, 定常問題の弱解の存在証明は, 熱平衡解に対する変分問題

を基礎にして解析されてきた [11], [12]．境界値問題の弱解の存在証明には不動点写像の構成が必要で

あるが, このことは QDDモデルの正値性を保証した反復解法アルゴリズムと関係付けられる [13].

定常解の境界値問題に対する仮定を次のように与える:

(A.1) Ω ⊂ Rd，d = 1, 2, 3は，区分的に滑らかな境界をもつ有界領域である．

(A.2) 境界 ∂Ωは ∂ΩDで Dirichlet条件を、∂ΩN で Neumann条件を与え，∂Ω \ (∂ΩD ∪ ∂ΩN )

は測度ゼロ集合である．

(A.3) H1(Ω) ↪→ Lp(Ω)，H2(Ω) ↪→ W 1,q(Ω) となるような 1/p+ 1/q = 1/2，p, q ∈ (2,∞] が

存在する. ここで, 任意の θ ∈ (0,1)に対して, C > 0が存在して, a ∈ W 1,q(Ω)で, θ ≤ a ≤ 1/θな

らば , 任意の g ∈ L∞(Ω)，ψD ∈W 1,q(Ω)に対し，境界値問題

div(a∇ψ) = g, ψ − ψD ∈ H1
0 (Ω ∪ ∂ΩN )

は弱解 ψ ∈W 1,q(Ω)をもち,

‖ ψ ‖W 1,q(Ω)≤ C(‖ ψD ‖W 1,q(Ω) + ‖ g ‖L∞(Ω))

を満足する.

(A.4) (ϕD, vD, uD) ∈ (H1(Ω) ∩ L∞(Ω))3.

(A.5) f ∈ L∞(Ω).

定常な QDD方程式は, ρ =
√
n = euの指数変換を用いて，(47)を同値の式に置き直し,

λ2Δϕ = e2u − f, (48)

−b∇(ρ∇u) + ρu =
ρ

2
(ϕ− v), in Ω (49)

−div(n∇v) = 0, (50)

と書き直すことができる. 境界条件を

ϕ = ϕD, u = uD, v = vD, on ∂ΩD , (51)

∇ϕ · ν = ∇u · ν = ∇v · ν = 0, on ∂ΩN (52)

と与えて, 変数の組 (ϕ, v, u)に対する QDDモデルの境界値問題を考察することができる. (49)にお

いては，ρ = euの正値性は，uの有界性によって保証されるので, ρの正値性を保証した反復解法ア

ルゴリズムの構成において役立つ性質を提供する [14]．

(48)-(50)をそれぞれ線形化して, 変数の組 (ϕ, v, u)に対して不動点写像を次のように構成できる

[13]．

w ∈ L2(Ω)が与えられたとして，

(P1) ϕに関する境界条件に対して，

7
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λ2Δϕ = e2w − f. (53)

(P2) vに関する境界条件に対して，

−div(e2w∇v) = 0. (54)

(P3) uに関する境界条件に対して，

−2b∇(ew∇u) + 2ewu = ew(ϕ− v). (55)

各線形問題 (P1) − (P3)は，Lax-Milgram定理より一意解が存在し，X = {w ∈ L2(Ω) : −U ≤
w ≤ U}に関して，不動点写像 T : X → X, T (w) = uが構成される．

これに対して Stampacchiaの補題と最大値原理によって次のアプリオリ評価が成立し, 写像 T は連

続でコンパクトであるので, Schauderの不動点定理により弱解の存在定理が証明される [13]:

補題 1（アプリオリ評価）(ϕ, v, u) ∈ (H1(Ω) ∩L∞(Ω))3を境界値問題 (48)-(52)の弱解とする．こ

のとき，Ωにおいて，−ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ, −v ≤ v ≤ v, −U ≤ u ≤ U を満たす正数 ϕ,ϕ, v, v, U, U が存

在する．

定理 1(弱解の存在）境界条件 (51)-(52)を伴う境界値問題 (48)-(50)は H1(Ω) ∩ L∞(Ω)において

弱解が存在する.

さらに , 量子作用素A(ρ) = −Δρ/ρは単調であり [12], 系が熱平衡状態に十分近い状態にあるとき,

仮定 (A.3)の下に写像 T の縮小性が結論できる [13].

定理 2（縮小写像）境界値 ‖ vD ‖W 1,q が十分小さいとき，写像 T は Lp ノルムに対して縮小であ

る．ここで 1/p+ 1/q = 1/2．

QDDモデルの数学解析と反復解法アルゴリズムの構成とは密接に関連している. これらの解析結

果は, ここで構成された不動点写像 T によって, QDD方程式に対して ρの正値性を保証した反復解

法アルゴリズムを導くことができることを意味している.

6 数値スキーム

計算モデルを構成して数値シミュレーションを実現するためには , モデル方程式の離散化手法をさ

らに検討する必要がある. 各時刻を {tk}，k ∈ N として，時間ステップ τk = tk − tk−1とする．時

間に対して後退 Euler法で差分化すると，変数の組 (ϕ, n, u)に対して記述された非定常な QDDモデ

ルの半離散化式を得る:

nk − nk−1

τk
− div(∇nk − nk∇(ϕk + γk

n)) = 0, (56)

−b∇(ρk∇uk) + ρkuk =
ρk

2
(ϕk − vk), (57)

λ2Δϕk = nk − f. (58)

今，初期データ n(x, 0) = n0(x)が与えられ，印加電圧が無く, 境界条件が

ϕk = 0, uk = ϕb/2, nk = nD , on ∂Ω (59)

8
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である場合，非定常な QDDモデルはエントロピー散逸系としての性質を保持して半離散化すること

ができる．ここで, ϕbはビルトイン電圧である. 実際，次の補題が成立し，この半離散化は Lyapunov

性を示すことがわかる:

補題 2(離散エントロピー（自由エネルギー)評価) エントロピー（自由エネルギー）を

W k =
∫
Ω

(b | ∇ρk |2 +(nk(lnnk − 1) + 1) +
λ2

2
| ∇ϕk |2)dx (60)

とすれば，

W k+1 ≤W k (61)

となる.

このことは直接的計算によって直ちに導かれる [15]. QDD方程式の空間離散化に対しては , 古典的

ドリフト-拡散モデルの場合と同じように高精度な保存スキームが提案されている [14]. Ωiを領域 Ω

を分割した計算セルとして，Ω = ∪
i
Ωi，とし , Ωi 上で QDD方程式 (49)-(50)の空間差分を考える．

フラックスとして，

J = eG∇η, η = e−v (62)

ここで，G = ϕ+ b∇2ρ/ρ, と

F = ρ∇u, ρ = eu (63)

を考えれば，Tikhonov-Samarskiiによって提案された保存スキーム [16]によって (49)と (50)は離

散化できる．(49), (50)に対して Greenの公式を適用して
∫

∂Ωi

ntdx−
∫

∂Ωi

eG ∂η

∂ν
ds = 0, (64)

−b
∫

∂Ωi

ρ
∂u

∂ν
ds+

∫
Ωi

ρudx +
1
2

∫
Ωi

ρ(ϕ− v)dx (65)

となる．簡単のために一次元において記述すれば，
∫ xi+1

xi

ntdx = Ji+1/2 − Ji−1/2, (66)

b(Fi+1/2 − Fi−1/2) − ui

∫ xi+1/2

xi−1/2

ρdx = − 1
2

(ϕi − vi)
∫ xi+1/2

xi−1/2

ρdx (67)

と書ける．区間 [xi, xi+1]上で F，J を積分して，計算セル界面において数値フラックスを

Fi+1/2 or Ji+1/2 =
ηi+1 − ηi∫ xi+1

xi
e−θdx

, θ = G or u (68)

と近似し, (66), (67)に代入すれば , 保存スキームのあるクラスが構成できる. ここで重要なことは，∫ xi+1

xi
e−θdxの陽的積分である．この陽的積分に対して，θを区分的に定数であると仮定すれば，陽

的積分は

9
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xi

e−θdx =
hi+1

e
θi+1+θi

2

(69)

となって，(69)を (68)に代入すれば, 低精度非線形スキームが得られる. 被積分関数が指数関数の場

合, θを区分的に線形であると仮定して陽的積分を求めることができ, 高精度スキームを構成すること

ができる．この手法はその近似手法から指数法と呼ばれ, 陽的積分は,
∫ xi+1

xi

e−θdx =
hi+1e−θi+1

B(θi+1 − θi)
(70)

で与えられる. ここで, B(·)は Bernoulli関数である．この陽的積分を用いて数値フラックスはそれ

ぞれ，

Ji+1/2 =
1

hi+1
(B(Gi+1 −Gi)ni+1 −B(Gi − Gi+1)ni), (71)

Fi+1/2 =
1

hi+1
eui+1B(ui+1 − ui)(ui+1 − ui) (72)

となり, QDD方程式に対する以下のような非線形高精度差分スキームを構成することができる:

nk − nk−1

τk

=
B(Gk

i+1 − Gk
i )nk

i+1 − (B(Gk
i −Gk

i+1) +B(Gk
i −Gk

i−1))n
k
i +B(Gk

i−1 − Gk
i )nk

i−1

h2 ,(73)

−b(ρ
k
i+1B(uk

i+1 − uk
i )(uk

i+1 − uk
i ) − ρk

i B(uk
i − uk

i−1)(u
k
i − uk

i−1))
h2 + Λk

i u
k
i

=
Λk

i

2
(ϕk

i − vk
i ). (74)

ここで, Λi =
∫ xi+1

xi
ρdxである．この非線形スキームは, Tikhonov-Samarskiiによって提案された保

存スキームのクラスにおいて, 指数法によって高精度化をはかった高精度保存スキームといえる. こ

のため, 粗い格子上でも Boltzmann統計に従うキャリア密度の計算が可能である. このような高精度

保存スキームは, 古典的 DDモデル，すなわち，G = ϕの場合に対して，当時 Bell研究所にいた電

子工学者 Scharfetterと Gummelによって考案され，Scharfetter-Gummelスキームと呼ばれている

[17]．このような高精度スキームはキャリア密度がポテンシャルの指数関数としてふるまう輸送現象

のシミュレーションにおいて効果的であり, この研究を端緒にして半導体シミュレーションが大きく

前進し , 数値シミュレーションによる半導体素子の CADが実現した.

7 まとめ

半導体における電子輸送モデリングの分野を取り上げ, 数学とシミュレーションの関わりについて,

物理モデルや数学モデルと計算モデルとの関連を軸に最近の諸結果から概観した. 　電子輸送モデル

の構築のために , Schrödinger方程式から導出される量子流体方程式の研究が進んでいる. 量子ドリ

フト-拡散方程式はそのモデル階層の一つであるが, この方程式の数学解析と計算モデルの構成とは密

接な関係にあり, 正値性を保証した反復解法アルゴリズムや高精度スキームの研究が進められている.

さらに, この分野では, 量子閉じ込め輸送シミュレーションへの適用を目指して高解像度スキームの必

10
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要性も議論されている [18]. 半導体分野に限らず新たに進展している科学技術分野において, 数学モ

デルと計算モデルとの関連を数学的手法によって統一的に考察して, 数値シミュレーションを実現し

ていくことが益々重要になってくると考えられる.
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