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差分スキーム

物理・化学・生物現象には微分方程式でモデル化される例が多い。モデルを使って現実の
現象をコンピュータ上で再現することをシミュレーション（数値シミュレーション、コン
ピュータシミュレーション）と呼ぶ。そのためには、微分方程式をコンピュータ上で計算
できる数値スキームで近似することが必要になる。その一つの方法が微分方程式を差分方
程式におき直すことである。

微分方程式の差分化

次の１次元境界値問題を考える。

                                                u(0)=1,  u(1)=0

格子上の関数

区間(0,1)を分割して、各格子点上での関数値を設定する。区間(0,1)をn分割すれば、格子点
数はn+1で、

　　　　　　　　　　　格子間隔 h=

　　　　　　　　　　　格子点の位置
　　　　　　　　　　　格子点 でのuの値u( )=

　　　　　　　　　　　格子点での関数値1+2

を定義できる。また、次の値を定義する。
　　　　　　　　　　　u(
                                            u(

１次微分u'(x), ２次微分u''(x)の差分を導出する。

Taylor展開による方法

1次微分u'(x)の差分
Mapleのtaylorコマンドを使ってu(x)をTaylor展開する。

u a : = t a y l o r ( u ( x + h ) , h , 2 ) ;

u b : = t a y l o r ( u ( x - h ) , h , 2 ) ;

前進差分
u(x+h)のTaylor展開より、

後退差分
u(x-h)のTaylor展開より、
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u a a : = t a y l o r ( u ( x + h ) , h , 3 ) ;

u b b : = t a y l o r ( u ( x - h ) , h , 3 ) ;

中心差分
uaa-ubbを計算して、

　　　　　　　　　　　　u'(x)� 　

2次微分u''(x)の差分
uaa+ubbを計算して、2次微分u''(x)の差分を求めることができる。

                                                

差分スキームの構成

例11.1の差分スキームを求める。

 i=1,$$$n-1

                                               

これを行列で表現すると、(n-1)×(n-1)行列として、

                                            A=

                                                   b=

与えられたnに対して連立１次方程式Au=bを解くことによって、境界値問題の近似解とし
て差分解を求めることができる。
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差分スキームのプログラミング

ステップ１　格子点の生成

例えば、区間(0,1)をn=6分割する。

n : = 7 ;

g r i d p o i n t s : = n ;

h : = e v a l f ( 1 / g r i d p o i n t s , 7 ) ;

x : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n + 1  d o :
x [ i ] : = h * ( i - 1 ) ;
e n d  d o ;

ステップ２　係数行列の設定

A : = M a t r i x ( 1 . . n - 1 , 1 . . n - 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 2  d o :
   A [ i , i + 1 ] : = - 1 . 0 / ( h * h ) :
   A [ i + 1 , i ] : = - 1 . 0 / ( h * h ) :
e n d  d o :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 1  d o :
   A [ i , i ] : = 2 . 0 / ( h * h ) + x [ i + 1 ] :
e n d  d o :
A;

ステップ３　ベクトルbの設定

b : = V e c t o r ( 1 . . n - 1 ) ;
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f o r  i  f r o m  1  t o  n - 1  d o :
    b [ i ] : = ( 1 . 0 + 2 . 0 * x [ i + 1 ] - x [ i + 1 ] ^ 2 ) * e x p ( x [ i + 1 ] ) :
e n d  d o ;

ステップ４　境界条件の設定

b [ 1 ] : = b [ 1 ] + 1 . 0 / ( h * h ) ;

ステップ５　行列の解法

w i t h ( L i n e a r A l g e b r a ) :
u : = L i n e a r S o l v e ( A , b ) ;

ステップ６　境界値の付加

u u : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 1  d o
    u u [ i + 1 ] : = u [ i ] ;
e n d  d o :
u u [ 1 ] : = 1 . 0 :
u u [ n + 1 ] : = 0 . 0 :

f 1 : = p l o t ( x , u u ) :
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f 2 : = p l o t ( ( 1 - t ) * e x p ( t ) , t = 0 . 0 . . 1 . 0 , c o l o r = b l u e ) :
w i t h  ( p l o t s ) :
d i s p l a y ( f 1 , f 2 ) ;

t
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非定常な問題：拡散現象

時間発展する非定常な問題として、拡散現象を考える。

１次元初期値問題：拡散方程式

                                                u(x,0)=exp(-x  )

格子上の関数

空間に対して区間(-K,K)を分割し、時間に対して区間(0,T)を分割して、各格子点上での関
数値を設定する。区間(-K,K)をn分割し、
区間(0,T)をm分割する。
格子点数はn+1で、

　　　　　　　　　　　格子間隔 h=

　　　　　　　　　　　格子点の位置
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                                            時刻
　　　　　　　　　　　格子点 でのuの値u( , )=

　　　　　　　　　　　格子点での関数値
を定義できる。

時間の差分スキーム

陽的スキーム

                                               u  =

陰的スキーム

                                              
                                              u  =

                                            A=

とすると、

陽的スキーム

                                         

陰的スキーム                                     

                                         

差分スキームのプログラミング（陰的スキームと陽的スキーム）

ステップ１　格子点の生成

例えば、空間の区間(-10,10)をn=50分割, 時間の区間(0,1.6)を10分割する。D≡1とする。

n : = 5 0 ;

g r i d p o i n t s : = n ;
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h : = e v a l f ( 2 0 / g r i d p o i n t s , 7 ) ;

d e l t a t : = 0 . 1 6 ;

x : = V e c t o r ( 1 . . n - 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 1  d o :
x [ i ] : = - 1 0 . 0 + h * i ;
e n d  d o :

ステップ２　係数行列の設定

E : = M a t r i x ( n - 1 , n - 1 , s h a p e = i d e n t i t y ) :
A : = M a t r i x ( 1 . . n - 1 , 1 . . n - 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 2  d o :
   A [ i , i + 1 ] : = - 1 . 0 / ( h * h ) :
   A [ i + 1 , i ] : = - 1 . 0 / ( h * h ) :
e n d  d o :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 1  d o :
   A [ i , i ] : = 2 . 0 / ( h * h ) :
e n d  d o :
B:=E+del ta t*A:
C:=E-de l t a t*A:
A:

ステップ３　初期値の設定

u 0 : = V e c t o r ( 1 . . n - 1 ) :
u k : = V e c t o r ( 1 . . n - 1 ) :
v k : = V e c t o r ( 1 . . n - 1 ) :
u u : = V e c t o r ( 1 . . n - 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n - 1  d o :
    u 0 [ i ] : = e x p ( - x [ i ] * x [ i ] ) :
e n d  d o :
u k : = u 0 :
v k : = u 0 :
w i t h ( L i n e a r A l g e b r a ) :
m:=10;

k : = 1 ;

ステップ４　解法

f o r  k  f r o m  1  t o  m  d o :
   u u : = u k :
   v : = C . v k :
   u : = L i n e a r S o l v e ( B , u k ) :
   u k : = u :
   v k : = v :
e n d  d o :

陰的スキームによる解 

p l o t ( x , u ) ;



(10)(10)

(15)(15)

0 2 4 6 8

陽的スキームによる解 

p l o t ( x , v ) ;
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f 1 : = p l o t ( x , u ) :
f 2 : = p l o t ( e x p ( - t * t ) , t = - 1 0 . 0 . . 1 0 . 0 , c o l o r = b l u e ) :
f 3 : = p l o t ( x , u u ) :
w i t h  ( p l o t s ) :
d i s p l a y ( f 1 , f 2 , f 3 ) ;
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非定常な問題：移流現象

時間発展する非定常な問題として、移流現象を考える。

１次元初期値問題：移流方程式

                                                u0(x)=

上記の初期値問題をRiemann問題と呼ぶが、その厳密解はu0(x-at)である。

格子上の関数

空間に対して区間(-K,K)を分割し、時間に対して区間(0,T)を分割して、各格子点上での関
数値を設定する。区間(-K,K)をn分割し、
区間(0,T)をm分割する。
格子点数はn+1で、
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　　　　　　　　　　　格子間隔 h=

　　　　　　　　　　　格子点の位置
                                            時刻
　　　　　　　　　　　格子点 でのuの値u( , )=
を定義できる。

陽的差分スキーム

風上スキーム

          

Lax-Wendroffスキーム

                                              
 
Lax-Wendroffスキームの導出

Taylor展開して、

u(x,t+k)=u(x,t)+k (x,t)+

ここで、

を代入して、

u(x,t+k)=u(x,t)-ak (x,t)+

これより導出される高精度スキームになっている。

差分スキームのプログラミング

ステップ１　格子点の生成

空間の区間(-1.0,1.0)をn=200分割。a≡1とする。

n : = 2 0 0 ;

g r i d p o i n t s : = n ;

h : = e v a l f ( 2 . 0 / g r i d p o i n t s , 9 ) ;

d e l t a t : = e v a l f ( 0 . 1 2 5 * h , 9 ) ;

a : = 1 . 0 ;
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x x : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n + 1  d o :
x x [ i ] : = e v a l f ( - 1 . 0 + h * ( i - 1 ) , 9 ) ;
e n d  d o :

ステップ2　初期値の設定

u 0 : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
u e x a c t : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
u k : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
v k : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
u : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
v : = V e c t o r ( 1 . . n + 1 ) :
f o r  i  f r o m  1  t o  n + 1  d o :
    i f  x x [ i ] < = 0 . 0  t h e n  
       u 0 [ i ] : = 1 . 0
    e l s e
       u 0 [ i ] : = 0 . 0 :
    e n d  i f :
e n d  d o ;

u k : = u 0 :
v k : = u 0 :
m:=200;

a t : = e v a l f ( a * d e l t a t * m , 9 ) ;

ステップ3　厳密解

f o r  i  f r o m  1  t o  n + 1  d o :
    i f  x x [ i ] < = a t  t h e n
       u e x a c t [ i ] : = 1 . 0
    e l s e
       u e x a c t [ i ] : = 0 . 0 :
    e n d  i f :
e n d  d o ;
k : = 1 ;

l : = 1 ;

ステップ4 解法　upwind

w h i l e  ( k < m  )  d o :
  f o r  i  f r o m  2  t o  n  d o :
   u [ i ] : = u k [ i ] - ( a * d e l t a t / h ) * ( u k [ i ] - u k [ i - 1 ] ) :
  e n d  d o :
   u [ 1 ] : = 1 . 0 :
   u [ n + 1 ] : = 0 . 0 :
   u k : = u :
   k : = k + 1
e n d  d o :

ステップ4 解法　Lax-Wendroff

w h i l e  ( l < m  )  d o :
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 f o r  i  f r o m  2  t o  n  d o :
   v [ i ] : = v k [ i ] - ( 0 . 5 * a * d e l t a t / h ) * ( v k [ i + 1 ] - v k [ i - 1 ] ) + ( 0 . 5 * a ^ 2 *
( d e l t a t ^ 2 ) / ( h ^ 2 ) ) * ( v k [ i + 1 ] - 2 . 0 * v k [ i ] + v k [ i - 1 ] ) :
 e n d  d o :
   v [ 1 ] : = 1 . 0 :
   v [ n + 1 ] : = 0 . 0 :
   v k : = v :
   l : = l + 1 :
e n d  d o :

f 1 : = p l o t ( ( x x , v ) , x = - 0 . 5 . . 1 . 0 , y = - 0 . 5 . . 1 . 5 ,  c o l o r = r e d ) :
f 2 : = p l o t ( ( x x , u ) , x = - 0 . 5 . . 1 . 0 , y = - 0 . 5 . . 1 . 5 , c o l o r = b l u e ) :
f 3 : = p l o t ( ( x x , u e x a c t ) , x = - 0 . 5 . . 1 . 0 , y = - 0 . 5 . . 1 . 5 , c o l o r = b l a c k ) :
w i t h  ( p l o t s ) :
d i s p l a y ( f 1 , f 2 , f 3 ) ;
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